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【摘要 】 本 文 从 一 道 简单 的 高 中 几何 概 型 题目 “一 只 青蛙 跳 三 次 , 每 次 跳 一 米 。 请 问 青 
蛙 落 在 距离 原点 1 米 以 内 的 区 域 的 概率 是 多 少 ? ”由 出 发 ， 将 该 题目 的 步 数 、 距 离 和 所 在 维 
度 扩展 ， 通 过 递 推 和 对 上 一 步 落 点 的 情况 的 积分 的 方法 ， 得 到 了 N 维 跳 m 步 ， 落 点 在 距离 
原点 x 米 以 内 的 概率 的 表达 式 ; 并 基于 各 点 的 概率 虽 为 无 穷 小 量 , 但 是 大 小 不 同 , 提出 了 “ 概 
率 场 强度 ”这 一 表示 各 点 概率 相对 大 小 的 概念 ， 并 给 出 了 二 维 空间 内 青蛙 跳 m 步 时 各 圆 上 
的 概率 场 强度 表达 式 。 


关键 词 : 概率， 几何 概 型 ， 函 数 ， 多 维 空间 。 


e 平面 跳 两 次 之 数学 计算 


青蛙 第 一 步 的 落 点 一 定 在 以 起 点 为 圆心 ， 半 径 为 1 的 圆周 上 。 


P 


S^ 


图 1 
如 图 1 所 示 ， 设 起 点 为 0， 第 一 步 落 点 为 A。 以 第 一 步 落 点 为 圆心 ，1 为 半径 做 圆 A， 与 


以 0 为 圆心 x 为 半径 的 圆 0 交 与 点 P。 当 它 向 转动 e [2 arcsin 了, 如 时 ， 青蛙 回 到 圆 内 ;， 同 


ü 


HP 4 
2arcsin7 


H, 青蛙 向 左 转 也 是 转动 a € [2 arcsin=,T] 时 加 到 圆 内 。 所 以 青蛙 回 到 圆 内 的 概率 为 


T 


[1] 本 题 出 自 2010 年 AMC 12B。 原 题目 为 “Afrog makes 3 jumps, each exactly 1 meter long. The directions of 
the jumps are chosen independently at random. What is the probability that the frog's final position is no more 
than 1 meter from its starting position? (A) (B): (9r (D) (EE". 

1 


2arcsin* 


因此 P» (x) = 一 一 一 2 定义 域 为 [0, 2] , 应 用 Microsoft Mathematics 作 图 图 像 如 图 所 示 : 


图 2 


由 上 述 计算 可 以 发 现 ,， 圆 内 概率 大 小 随 着 圆 的 半 


径 增 大 而 增 大 ， 并 且 增 长 越 来 越 快 。 这 


随 着 圆 的 半径 的 增 大 ， 落 在 圆 上 的 概 


说 明 尽管 落 在 任意 一 个 xe [0,2] 的 圆 上 的 趋 近 与 0， 但 


率 也 逐步 递增 。 但 是 由 于 它们 全 都 趋 近 与 零 ， 我 们 无 法 很 好 比较 它们 的 大 小 。 


对 于 任意 半径 为 xe [0,2] 的 圆 来 说 ， 青 蛙 落 在 该 


于 应 (xz) 的 不 同 ， 青 蛙 落 在 个 个 圆 上 的 概率 也 不 同 。 青 蛙 落 在 某 个 圆 上 的 概率 大 小 与 应 (X) 有 


圆 上 的 概率 为 dP(x) = P;(x): dx. Hi 


正比 关系 ， 因 此 我 们 可 以 用 户 (x) 来 间接 表示 青蛙 落 在 某 个 圆 上 的 概率 大 小 ， 即 表示 青蛙 落 


在 某 个 圆 上 的 概率 的 相对 大 小 ， 即 平面 青蛙 跳 2 次 概率 场 强度 。 


【定义 】P,(x) 为 平面 青蛙 跳 n 次 概率 函数 ，Qn,(x) = BP,'(x) 为 平面 青蛙 跳 n 次 概率 场 强 


FEBR, x € [0,n]。 


e 跳 两 次 之 计算 机 模拟 


计算 机 模拟 的 优点 时 可 以 大 量 地 模拟 ， 重 复 地 模拟 。 人 缺点 是 数据 的 精度 并 不 是 很 准确 ， 


m 


这 势必 会 影响 结果 。 但 
此 处 作者 用 两 个 C++ 程序 以 及 Excel 进行 模拟 。 


是 可 以 得 到 大 体 的 一 个 趋势 。 


生成 数据 的 程序 1 ( 见 附录 )〔 受 到 计算 


机 性 能 等 的 影响 ， 此 程序 精确 到 小 数 点 后 3 位 ， 一 次 性 生成 10000 个 数据 )。 数 据 如 下 : 


.684 
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«244 
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dee OH 


图 3 


这 些 数据 代表 10000 次 模拟 结果 得 到 的 离 圆心 的 距离 。 然 后 再 通过 计算 概率 的 程序 2( 见 


附录 ) 
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25000000 


图 4 
打开 “result. txt”( 如 上 图 所 示 )， 该 文本 文件 中 一 共有 201 行 。 从 第 一 行 到 最 后 一 行 
分 别 是 距离 原点 0 米 ，0. 001 米 ，0. 002 米 …… 2. 999 X, 3.000 米 的 概率 。 然 后 将 结果 拷贝 
到 excel 当中 ， 运 用 “图 表 工 具 ” 得 到 如 下 


result 
0.02 
0.015 
0.01 
0.005 
0 
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图 5 


经 过 对 比 发 现 图 2 符合 图 5 的 规律 ， 从 而 验证 了 这 种 方法 的 正确 性 。 
e 跳 n 次 的 计算 


我 们 不 妨 先 从 跳 3 次 在 定 圆 内 概率 进行 讨论 。 
(D 当 1 <r, < 3 时 ,rs 一 1<rs<2 如 图 6 所 示 。 
设 经 过 前 两 次 的 跳 到 了 cz 上 的 点 A 


C3 
图 6 
易 知 从 O 跳 到 r ARN (r): dx。 由 余弦 定理 ， 可 得 : 


rê +r2 — 2rgrcosa = r? 
2 2.3 
ste arccos —— ——- 
2rgr; 


73+73-73 


arccos 


因此 ， 经 圆 c* 跳 到 圆 cs EWER (r): dr; - eror 
因此 ， 经 过 3 跳 到 半径 为 r; 的 圆 cs 内 的 概率 为 : 
PAR E 
2 arccos 8 T "s 
Q2(72) ` dr; ° oz 
73 一 工 T 
H x BH ro BA rel: 
d eid 
2 arccos 2x 3 
Ps(73) = Q;(x) dx (1 <rs x3) 
T3—1 


(uD %0 <r, « 18], Or, r4 9 1l 


再 跳 第 三 次 时 只 能 落 在 距离 原点 [0,rz + 1] 这 样 一 个 范围 。 


图 7。 同 理 假设 经 过 前 两 次 的 跳 到 了 cx， 那么 


同 理 可 得 
2.2 
r3+1 arccos 2x "à 
PG)= | ow dx, (0 & ry « 1) 
0 
综 上 所 述 
平面 青蛙 跳 3 次 概率 函数 为 
2. 2 
S ( arccos n" 
dy qu eme) 
0 T 
Ps(73) = 1+x2—72 
2 arccos 一 3 一 一 ~ 
Q;(x) 2X dx (1r x3) 
T3-1 
即 
2. y2 
min(rs +1,2) arccos 本 "à 
Ps(73) = | Q;(x) dx,(0 € r4 € 3) 
max(ra-—1,0) 
进而 ， 平 面 青蛙 跳 3 次 概率 场 强 度 函 数 为 
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2.— 242 
d min(2,r3+1) maa 2 cO : 73 
Qum — | ax X —dx |,(0 <r; <3) 
dr; max(r;—1,0) T 
同 理 ， 平 面 青蛙 跳 4 次 概率 场 强度 函数 为 
2 2 
min(r441,3) arccos DU 
P4(4) = Í Qa 3 — — dx (0 nA 


max(r4-—1,0) 


tx?-m 


min(m-1,rq 41) arccos — Y 
Pn (tm) = | Qn dx, (0 < m S M) 


max(0,r,,—1) 


平面 青蛙 跳 m 次 概率 场 强 度 函 数 为 


min(m-1,;rgq 41) arccos m 
| Osa 


d 
Qmm) = de. 


m max(0,r,,—1) 


e 多 维 空间 的 情 


先 从 青蛙 在 三 维 空间 跳 两 次 的 情况 进行 讨论 。 设 青蛙 跳 完 第 二 次 后 距离 原点 的 昌 


三 维 空间 里 跳 两 次 的 情况 
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图 8 
首先 ， 青 蛙 第 一 步 跳 到 哪里 是 无 关 紧要 的 。 


dx |,(0<m € m) 
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图 9 
因为 第 二 步 同 样 跳 1 米 ， 所 以 它 一 定 是 在 球 A1 的 球 壳 上 。 叉 因为 第 二 步 的 落 点 在 球 充 


BRA, HIRIE- ALES CH 
LAM. 所 DB 二 于 OE 


BA, HEUTE 
设 第 二 步 跳 到 了 距离 0 点 x 米 的 位 置 。 


由 球 冠 表 面积 公式 可 得 ，Sy = 2nRh = 2n(1 一 cos(2 arccos 习 ) 


4n-2n(1-cos(2 arccos*)) 


因此 ， 三 维 青 蛙 跳 两 次 概率 函数 为 Ppz = 一 一 
经 化 简 得 : 
COS (2arccos 5) +1 2cos?(arccos 2) x2 
Psp2 = 0sxsg2) 


下 面 讨论 四 维 以 及 四 维 以 上 空间 跳 两 次 的 情况 。 


引 理 1: 
n 
D cca LN TM 
Ío sin act [ E E cos sin" 9 2| 
M (r —) 一 一 一 一 一 一 一 n 
9 fo sin"? x dx la 2i n 
Ww" " E 
| sin" x dx = "um 
0 BI VE ; dq 
L sur xdx Q 2i ) cosd : sin" | 9 2j 
one - —— n 
f7 sin? x dx 2i € 1 n 
0 i-i 
证 明 : 
| sin*xax = - | siet x dcosx = -cosx «sin! x + | cosx dsin™! 
9 9 9 
| sin x dx = -| sin x dcosx = —cosx : sin™t x |} +f cosx dsin" "1x 
0 0 0 


v 9 v 
f sin” x dx + cosx: sin"! x |} = (n — o| sin"? x dx — (n — 1) + | sin" x dx 
0 0 0 


所 以 


inn—1 V 
9 cosx : sin" 1 x 
fh sin dequo n-1 
可 - 
fy sm"-* x dx n 
RIA El EH 35 
(1) 当 n 是 偶数 时 
us cosx : sin"! x |} 
sin” x dX 二 一 一 一 一 一 一 一 一 
0 
9 cosxsin tx |? .9 z 
in” ade A aa j411-2 j441—2 
M sin” x dx + EI do sin xdx fo sin" “xdx — 
A V DJ EP r 
inn-2 n-2 n-4 
fJ sut x dx Jr smt? sedie i] sinn tx dx 
T. T. 
f, sin^xdx J,sin?xdx f" o 
"——————'—--————-:| sin xdx 
in2 ino 
hh sin? xdx fy sinxdx Jo 


f, sin? kdy n-1n-3 31 上 
— fo sin"? x dx n 7 一 2 4 2 vd 


h sin2xdx 11 2i 
n 
E] D cran-2 2 ; ;41-1 v 
p” o $i" x dx 2i —1 (cosx: sin x [8) 
sin OUR meom 2i jux 
inn- i n 
0 LS sin"?xdx' 11 
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hh su ?2 xdx 


n 
2 3. qp 
2i—1, cosx:sin"^! x |} 
n E en 


U ff .n-2 2i " 
[,sin"?xdx' i1 
n 
9 oin-2 2n zona 
Í sin" ^xdx 2i — 1, cos0-:sin" ^ 9 
TI ATUS —2 «| | 7 ) 一 
T sin™?xdx 2i n 
0 i-i 
(I) n 是 奇数 时 
"s. cosx : sin"! x |} 
sin" x dx + 一 
0 
d cosxsint tx IS. o, 
Ji sin” x dx + Ox sim" x fo f simt"xdx ff sin™?xdx 
= 9 . SRI ME AAEE T, m 
f, sin"? x dx fJ sin'-?xdx- fy sin*-*xdx 


i T — 3 
f, sin? xdx fy sin? x dx 


Lf, sin"? xdx n—1 n—3 


E s Le stad 
[,sin"?xdx n n-2 
n-1 
Ə. p- 2 
f; sin"? x dx 2i 


-9———(2 ) 
— ——-Q| Iz 
Í sin"?xdx 11 2i t1 
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D UNE Bd 
Deum fo sin"? x dx ^r 2i (cosx sin™t x |) 
sın xdx ——4—————-(2 Tae 
d [,sin"?xdx' i1 
n-1 
9 sipn-2 2 os pn- y jO 
jy sin S IT 2i ) cosx : sin" 1 x | 
fo sin? xdx - d 2i t1 n 
n-1 
S5. ocu ES 
sin" aur ^r 2i ) cos : sin" 1 9 
f, sim? x dx - d 2i t1 n 
证 毕 ! 
引 理 2: 
f sme sin”t! y: dy = oneN 
ü ü n+1 
证 明 : 
由 引 理 1， 令 9 =r, 
n-i 
2 : 
2|] er S 
| 12iv1 d 


n 

Z 

[一 - 2 
”| ue n 


(25 n 为 偶数 时 : 


Uu n 
[rere rest 
ri x SHE y:dy- 2i "| 2i 1 


i-1 i-1 
n-1 n—1 
KUBA EUN 
B 2T 2i —1 2i 2T 
~ n+1 2i 2i—1 mns 
i-1 i-1 
(11) 25 n 为 奇数 时 : 
n-i nl 
f sinad: [ sinn yis e qao 
mc X RUN y y = | 2E | 2i 
i-1 i=1 
n-1 n—1 
XO E 
"s 2T 2i 2 十 1 2T 
~ n+1l l2i+1 2i n+1 
i-1 i-1 


引 理 3: N 维 球 (N > 2) 的 表面 积 满足 


N-2 
2 
N-2 1 
Qnr2y Cz). T :2nr 2|n 
i1 <! 
SN(r) = N-3 
( ) EE 1 
za 2 
(27r?) la 47rr2 2łn 
i- 


证 明 : 


当 N=2 时 ， S,(7) 一 20r, 引 理 2 成 立 ; 
= N=3 时 ， Ss(r) = 4nr?, 5| 38 2 成 立 ; 
当 N>3 时 ， 


图 10 
如 图 10, 在 N 维 空间 中 用 一 个 垂直 于 x 轴 的 (N-1) 维 空间 a 截 该 N 维 球体 , 得 到 一 个 (N-1) 


维 球 壳 ( 即 图 中 AB 之 间 的 部 分 )。 设 该 (N-1) 维 球 壳 在 N 维 球 中 所 对 应 的 球 心 角 的 一 半 为 x， 
则 得 到 的 (N-1) 维 球 壳 的 半径 为 r * sinx。 将 x 微 分 ， 乘 以 该 N 维 球 的 半径 ， 即 得 到 球 上 的 一 小 
段 弧 长 r. dax。 将 得 到 的 (N-1) 维 球 的 表面 积 乘 上 球 上 的 一 小 段 饭 ， 即 得 到 了 N 维 球 壳 表 面积 
的 一 部 分 : 


Sy-1(r ` sinx) `r dx 
将 其 关于 x 积 分 ， 即 得 到 N 维 球 冠 的 表面 积 : 
v 
Zy(r, 8) «| SN_10 sinx) -rdx 
0 


令 9 = 区 ， 即 得 到 维 球体 的 表面 积 公 式 : 
Sy(r) = f $e - sinx) -rdx 
0 


因此 ， 设 SNy_2(7) = av_2Trpw-27rN-3 


T TU TU 
Sw(7) | Syr sinx)r -dx = Í d Sy-2(r: sinx > siny)r > sinx: dy)r : dx 
0 o Jo 
TU TU 
sar sinx: | Sy-2(r ; siny)dx ` dy 
0 0 
TU TU 
sn sinx: | ay 21 PN (r - siny)" ? dx: dy 
0 0 
TU TU 
= r-t. a aes | n'a (f sint- y- dy) dx 
0 


0 


T TU 
= rN-lay_2nbN-2 (d sin"? x : dx): d sinN 3 y - dy) 
0 0 


又 由 引 理 2 
- i 2n 
| | sin" ?y:dy = 
0 0 N-—2 
2n 27r7? 
“SN(T) = Qw_272N-27N 1 '"N-2^N-2 75N-2(7) 
() — 当 NN 为 偶数 时 
Pe 2nr 2nr^ 2mnr 
Sy (r) = üy-27 Nr "N-2^w-zv0) 7N-2 N—4 v4 mee 
N-2 n-2 
2 
Nx 1 N-2 1 
= Qs 62 T T so = erra | T Tz. | zar 
| 12i | 12i 
i=1 i=1 
(I) 当 N 为 奇数 时 
EE 2nr? 2nr? 2mr? 
Sy (r) = QwN-21U N-2y " N-2 = 六 7Sv-z() = 六 二 7 N4 * Sy 47) LI... 
T N-3 
o) : 1 gm 2 1 
一 212 J. : = 2772 J. 
(21r?) EY S4(r) = nr?) TES 
i=1 i=1 
证 毕 ! 
由 引 理 3， 设 
SN(7) = ay rN 0) 
DUE 
8 8 
Zy(r, v) = | QQN-1 TAN-1 (r t sinx)"^?r -dx = QN_1 | sin"? x dx 
0 0 


TU TU 
SN(7) = | Sy 4r: sinx)r: dx = ay.4 gue) sin"? x dx 
0 0 


因为 青蛙 每 次 跳 1 步 ， 所 以 


r=1 
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Sy (1) 一 ZN(12 
Pup 6) = SOA 


—4 (T N- —4 ro N- 
aya mcd rp sin? x dx ay amici Sp sin? x dx 


JU. 7. 
ay, tPN-irN71 f^ sin? x dx 


T inN-2 — (? cip N-2 9 n N-2 
- E sin ?xax—h sin x dx : E sin" x dx 


T. T. 
fi sin? x dx fy sin? x dx 


由 引 理 1， 引 理 2 
() = N 是 偶数 时 


N- 
81 lia sin * y dx i— 1 cosü : sinV 3 9 
| sin? x dx = efi D CE 
d T sin- jai - d N-2 
a sin"^^ x dx " G 
A s Xx 
]; sinN-4 x dx Vua 
N-2 
f T 2i—1  cosO-sin" ? 9 
, sin" ^ x dx = P(y-)pa(x)(rt 2i ) N—2 


i=1 


N-2,. . 
2i—1 cos : sin"? 9 
P(n- oo (aA f Ji j 


P x)21- 
wp2( NN x dx 


p co («m IA 22i— 2) cos : sin" 3 9 
(N-2)D2 yo 


N—2 
=j = 
2 2i-1 
i-1 2i 
(I) 当 N 是 奇数 时 ， 同 理 
-3 : 

cos : sin" ? 9 
Bose | Pa- 2)52(X) 2 n 1 br: > — WẸ 2 ~ 

ES 1 X 


ERR, N 维 青 蛙 跳 2 次 概率 函数 : 


N-2 ，， EI 
一 “21 一 1\ cos sin"? 9 
Pow- am (n IT; n 一 77 ) eye 


qe N = 2k, (k € N*,k 2 2) 


Pyp2(x) = 


N-3 4, "m 
— 2i cos sin"? 9 
Pen- seo (2 IT; i=1 iF ;) -—Ę 7 


1— - N 22k * A(k € N* ,.k 22) 


N 
4 


x 
9 = arcos, x € [0,2] 
11 


同 理 于 平面 上 青蛙 跳 m 次 落 在 距离 原点 x 米 以 内 的 概率 公式 ， 可 得 到 青蛙 在 N 维 里 跳 
m 次 的 落 在 距离 原点 x 米 以 内 的 概率 公式 。 


【定义 】Pypm(x) 在 NN 维 空间 中 青蛙 跳 m 次 概率 函数 ，Qwpm(X) = Pypm'(X) 为 N 维 空间 
中 青蛙 跳 m 次 概率 场 强度 函数 ，x € [0,m] 。 


假设 青蛙 跳 完 第 m-1 步 时 距离 原点 的 距离 为 y 米 , 那么 青蛙 恰好 跳 到 这 个 半径 为 y 米 的 
N 维 球 上 的 概率 为 : 


dPypm-10) = 已 Npm_1(7) dx 
从 该 球 克 上 跳 到 距离 原点 x 米 以 内 的 概率 为 : 


2 一 X%2 


arccos +} 
()2 ” Sy 4inz): dz 
E fo Sua Ginz)r ‘dz 


所 以 青蛙 从 原点 出 发 ， 第 m-1 步 恰 好 落 在 半径 为 y 米 的 N 维 球 上 ， 再 落 到 距离 原点 x 
米 以 内 的 概率 为 


dPypm-10) :p(y) 
Xmax(x — 1,0) € y € min(x - 1,m — 1), PELA N HÈT IED. m 次 概率 函数 为 : 


max(m-1,x*1) 


Pas) = | PO): dPyom-10) 
min(x—1,0) 
Bp: 
1ry?-x? 
arccos 
min(m-1,x+1) , ^? Sy_i(sinz): dz 
Pup (x) = | Pupm-i0/) Ody,x € [0,m] 
max(0,x—1) Í Sy 4 (sinz)r -dz 
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附录 : 


程序 1: 随机 生成 10000 个 数据 
#include <iostream> 
#include <math. h> 
&include <time. h> 
&include <stdlib. h> 
&include <stdio. h> 

const long int TIME=10000; 
const int STEP=2; 

using namespace std; 
double dis[TIME]; 

int countl-0, count2-0; 


int main () 
{ 
freopen("data. txt "w^, stdout) ; 
double angle, x, y; 
long int i, j; 
srand (time (0)); 
for (i70; iXTIME; it) 
{ 
x-0; y-0; 
for (j=0;j<STEP; j++) 
{ 
angle=(rand()%6283) /pow (10, 3) ; 


*-cos (angle); 


>< 


+=sin (angle) ; 


isl 


} 
dis[i]-sqrt (x*x+y*y) ; 
printf(^w. 31£", dis[i]): 
cout««endl ; 


} 
fclose(stdout); 


return 0; 


程序 2: 跳 两 次 的 不 同 距离 内 的 概率 计 介 
Hinclude <iostream> 

#include <stdio. h> 

#include <map> 

using namespace std; 

const long int TIME=10000; 


map<float, int> a; 


int main 
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LE 


freopen("data. txt^, "r^, stdin); 
freopen(^result. txt^, "w^, stdout) ; 
int 43,3 
float temp; 
a. clear(); 
for (i70; iXTIME; i++) 
{ 
cin>>temp; 
for (j=0;j<=int (temp*1000) ; j++) 
alj]—; 
} 
for (i=0;i<=2000;i++) 
{ 


cout<<float (TIME+a[i])/float (TIME) «€endl ; 
} 
fclose(stdin); 
fclose(stdout) ; 


return 0; 


程序 3: 三 维 空间 跳 两 次 的 模拟 
#include <iostream> 
#include <math. h> 
&include «time. h> 
&include <stdlib. h> 
&include <stdio. h> 

const long int TIME=10000; 
const int STEP=2; 

using namespace std; 
double dis[TIME]; 

int countl-0, count2-0; 


int main () 
{ 
freopen("data. txt^, "w^, stdout) ; 
double angle, x, y, Z; 
long int i,j; 
srand (time (0)); 
for (i20; i«TIME; it) 
{ 
x=0;y=0;z=0; 
for (j=0;j<STEP; j++) 
{ 
angle- (rand ()%6283) /pow (10, 3) ; 
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//coutXXangle«€ '; 
double a; 

a=sin (angle) ; 

xt-a; 

angle- (rand ()%6283) /pow (10, 3) ; 
//coutXXangle«€ '; 
z^-sin(angle)*sqrt (1-a*a); 
y+=cos (angle)*sqrt (1-ax*a) ; 
} 
dis[i]=sqrt (x*x+ty*y+z*z) ; 
printf (“%. 31f”, dis[i]); 
cout<<endl; 


} 
fclose (stdout) ; 


return 0; 
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